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‡ EXERCICE I : CALCUL D'INTÉGRALES
1°) 1°) Calcul de l'intégrale J H0L
Posons t = u p  dans l'intégrale convergente Ÿ-¶

+¶ e-t2  dt = p .

Cette l'application u # u p réalise un difféomorphisme de R dans R, et donc ce changement de
variables ne modifie ni l'existence ni la valeur de l'intégrale, de sorte qu'on a :

p = ‡
-¶

+¶
e-t2  dt = p  ‡

-¶

+¶
e-p u2  du.

Il en résulte que l'intégrale J H0L converge et vaut :

J H0L = ‡
-¶

+¶
e-p u2  du = 1.

2°) Une inégalité préliminaire
a) Etudions sur R+fonctions définies par aHuL = u - sinHuL et bHuL = u + sinHuL.
On a : a£HuL = 1 - cosHuL ¥ 0 et : b£HuL = 1 + cosHuL ¥ 0 d'après l'inégalité : -1 § cosHuL § 1.
Comme : aH0L = 0 et bH0L = 0, on en déduit pour u ¥ 0 : aHuL ¥ aH0L = 0 et bHuL ¥ bH0L = 0.
Ces inégalités montrent qu'on a pour u ¥ 0 : u - sinHuL ¥ 0 et u + sinHuL ¥ 0.
D'où pour u ¥ 0 : -u § sinHuL § u ou : †sinHuL§ § u = †u§.
Comme sinH-uL = -sinHuL, on a toujours pour u ¥ 0 : †sinH-uL§ = †sinHuL§ § †u§ = †-u§.
L'inégalité †sinHuL§ § †u§ est ainsi établie pour u et |u avec u ¥ 0, donc pour tout réel u.

b) En exploitant l'inégalité : " u e R, †sinHuL§ § †u§, on a maintenant :

°ei u - 1• = e
i u
2 e

i u
2 - e- i u

2 = 2 i e
i u
2  sinKu

2
O = 2 £sinKu

2
Oß § 2 £u

2
ß = †u§.

c) Pour tout réel x, un simple calcul de primitives donne l'égalité suivante :

i ‡
0

xIei u - 1M du = Aei u - i uE0x = ei x - 1 - i x.

d) L'inégalité de la moyenne donne alors pour x ¥ 0 :

°ei x - 1 - i x• = ‡
0

xIei u - 1M du § ‡
0

x°ei u - 1• du § ‡
0

x
u du =

x2

2
.

Et on a pour x § 0, compte tenu de †u§ = -u pour x § u § 0 :

°ei x - 1 - i x• = ‡
0

xIei u - 1M du § ‡
x

0°ei u - 1• du § ‡
x

0
-u du =

x2

2
.

3°) Dérivabilité de la fonction J

a) L'application t # e-p t2 ei p x t est continue sur R, et on a : ¢e-p t2 ei p x t¶ = e-p t2 =
±¶

oK 1
t2
O.

La fonction continue t # e-p t2 ei p x t est donc intégrable au voisinage de ±¶, et donc sur R.
L'intégrale J HxL est donc bien définie pour tout réel x.
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3°) Dérivabilité de la fonction J

a) L'application t # e-p t2  ei p x t est continue sur R, et on a : ¢e-p t2  ei p x t¶ = e-p t2 =
±¶

oK 1
t2
O.

La fonction continue t # e-p t2  ei p x t est donc intégrable au voisinage de ±¶, et donc sur R. 
L'intégrale J HxL est donc bien définie pour tout réel x.

b) Exploitons l'inégalité de la moyenne, puis l'inégalité obtenue à la question 2 :

£J Hx + hL - J HxL - i p h ‡
-¶

+¶
t e-p t2  ei p x t  dtß = £‡

-¶

+¶
e-p t2  ei p x tIei p h t - 1 - i p h tM dtß

§ ‡
-¶

+¶
e-p t2  °ei p h t - 1 - i p h t• dt §

p2 h2

2
 ‡

-¶

+¶
t2 e-p t2  dt

et cette dernière intégrale est bien convergente puisqu'on a au voisinage de ±¶ : t2 e-p t2 = oK 1
t2
O.

c) L'inégalité précédente s'écrit aussi après division par †h§ :
J  Hx + hL - J  HxL

h
- i p ‡

-¶

+¶
t e-p t2  ei p x t  dt §

p2 †h§
2

 ‡
-¶

+¶
t2 e-p t2  dt.

En faisant alors tendre h vers 0, le majorant à droite tend vers 0 et l'existence de J £HxL en résulte :

J £HxL = lim
hØ 0

J  Hx + hL - J  HxL
h

= i p ‡
-¶

+¶
t e-p t2  ei p x t  dt.

4°) Calcul de l'intégrale J HxL et d'une intégrale associée
a) Une intégration par parties dans l'intégrale J £HxL donne alors :

J £HxL = -
i

2 a
 ‡

-¶

+¶
-2 p t e-p t2  ei p x t  dt = -

i
2
Be-p t2  ei p x tF

-¶

+¶
-

p x
2

 ‡
-¶

+¶
e-p t2  ei p x t  dt.

Cette intégration a un sens puisque le crochet est nul (car lim±¶ ¢e-p t2  ei p x t¶ = lim±¶ e-p t2 = 0), et

la dernière intégrale n'est autre que J HxL, de sorte qu'on a obtenu :

J £HxL +
p x
2

 J HxL = 0.

b) Comme d
dx

 e
p x2

4  J HxL = e
p x2

4 JJ £HxL + p x
2

 J HxLN = 0, il existe C e C tel que : e
p x2

4  J HxL = C.

On en déduit que : J HxL = C e- p x2
4 , et par évaluation en 0, on voit que  C = J H0L = 1, d'où :

J HxL = ‡
-¶

+¶
e-p t2  ei p x t  dt = e- p x2

4 .

c) En exploitant la formule d'Euler, on obtient l'existence et la valeur de l'intégrale KHxL :
KHxL =

1
2

 K‡
-¶

+¶
e-p t2  ei p x t  dt +‡

-¶

+¶
e-p t2  e-i p x t  dtO =

1
2

 HJ HxL + J H-xLL = J HxL = e- p x2
4 .

 

‡ EXERCICE II : ÉTUDE D'UNE SÉRIE ENTIÈRE
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‡

EXERCICE II : ÉTUDE D'UNE SÉRIE ENTIÈRE
1°) Algorithme de calcul des coefficients K 2 n

n
O de la série entière définissant f

a) Les premiers termes de la série étudiée sont :

‚
n=0

5 K 2 n
n

O xn = 1 + 2 x + 6 x2 + 20 x3 + 70 x4 + 252 x5.

b)  Etudions l'égalité suivante :
2 n + 2
n + 1

= rn K 2 n
n

O ou
H2 n + 2L!

Hn + 1L! Hn + 1L!
= rn 

H2 nL!

n! n!
.

En simplifiant par H2 nL!
n! n!

, il vient : 

H2 n + 2L H2 n + 1L
Hn + 1L Hn + 1L = rn ou rn =

2 H2 n + 1L
n + 1

.

c) On peut dès lors calculer comme suit les coefficients successifs K 2 n
n

O :
- on note que c0 =

0
0

= 1.

- pour 0 § n § N , on calcule rn = 2 H2 n+1L
n+1

 et on obtient cn+1 = rn cn.

On obtient donc en OHNL opérations les coefficients cn = K 2 n
n

O pour O § n § N .

En Python, cet algorithme s'écrit comme suit :

def coefficient_binomial(N):
    C=1
    print(C)
    for k in range(N):
        r=2*(2*k+1)/(k+1)
        C=r*C
        print(C)
    return
    
print('Donner un entier naturel N : ')
N=int(input(N))
coefficient_binomial(N)

2°) Domaine de convergence de la série entière

a) Pour x = ±1, la série considérée devient ⁄n=0
+¶ K 2 n

n
O et ⁄n=0

+¶ H-1Ln K 2 n
n

O.
    Dans les deux cas, la suite des coefficients est une suite de nombres entiers non nuls, donc
    une suite ne tendant pas vers 0 : la série diverge donc grossièrement.

Pour x = 0, on a : f H0L =
0
0

= 0!
0! µ 0!

= 1.

  

b) Comme rn = 2 H2 n+1L
n+1

, on voit que rn tend vers 4 lorsque n tend vers +¶ puisque rn ~ 4 n
n

= 4.

c) Etudions la convergence absolue de la série entière proposée avec la règle d'Alembert :
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2°) Domaine de convergence de la série entière

a) Pour x = ±1, la série considérée devient ⁄n=0
+¶ K 2 n

n
O et ⁄n=0

+¶ H-1Ln K 2 n
n

O.
    Dans les deux cas, la suite des coefficients est une suite de nombres entiers non nuls, donc
    une suite ne tendant pas vers 0 : la série diverge donc grossièrement.

Pour x = 0, on a : f H0L =
0
0

= 0!
0! µ 0!

= 1.

  

b) Comme rn = 2 H2 n+1L
n+1

, on voit que rn tend vers 4 lorsque n tend vers +¶ puisque rn ~ 4 n
n

= 4.

c) Etudions la convergence absolue de la série entière proposée avec la règle d'Alembert :
2 n + 2
n + 1

 xn+1

K 2 n
n

O xn
= rn †x§ nØ +¶

4 †x§.
On en déduit que pour 4 †x§ < 1, la série entière converge absolument, donc converge.
Et pour 4 †x§ > 1, la série entière diverge grossièrement. On en déduit que R = 1 ê4.

3°) Sommation de la série entière définissant la fonction f
a) On sait qu'une série entière est ce classe C¶ sur D - R, R@ si R > 0 est son rayon de convergence.
Et on obtient ses dérivées par dérivation terme à terme. 
Ici, la fonction f est donc de classe C¶ sur F - 1

4
, + 1

4
@ et on a :

f £HxL = ‚
n=0

+¶

nK 2 n
n

O xn-1 = ‚
n=0

+¶ Hn + 1L 2 n + 2
n + 1

 xn.

b) Exprimons H1 - 4 xL f £HxL en fonction de f HxL sur l'intervalle de convergence :

f £HxL - 4 x f £HxL = ‚
n=0

+¶ Hn + 1L 2 n + 2
n + 1

 xn - 4 ‚
n=0

+¶

nK 2 n
n

O xn

= ‚
n=0

+¶ Hn + 1L rnK 2 n
n

O xn - 4 ‚
n=0

+¶

nK 2 n
n

O xn

= 2 ‚
n=0

+¶ H2 n + 1L K 2 n
n

O xn - 4‚
n=0

+¶

nK 2 n
n

O xn = 2 ‚
n=0

+¶ K 2 n
n

O xn = 2 f HxL.

c) On a donc établi que : H1 - 4 xL f £HxL - 2 f HxL = 0 pour x e D - 1
4

, + 1
4
@.

Il en résulte qu'on a :
d
dx

 K 1 - 4 x  f HxLO = 1 - 4 x  f £HxL -
2

1 - 4 x
 f HxL =

H1 - 4 xL f £HxL - 2 f HxL
1 - 4 x

= 0.

Il existe donc une constante réelle C telle que, pour tout x e D - 1
4

, + 1
4
@ :

1 - 4 x  f HxL = C.
Et par évaluation en 0, on voit que : C = f H0L = 1, ce qui implique pour tout x e D - 1

4
, + 1

4
@ :

f HxL =
1

1 - 4 x
.

d) La dérivée de t # 1 - 4 t  est t #
-2
1-4 t

 dont on connaît le développement en série entière :
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d
dx

 K 1 - 4 x O =
-2

1 - 4 x
= -2‚

n=0

+¶ K 2 n
n

O xn.

On sait qu'une série entière s'intègre terme à terme avec le même rayon de convergence, donc on a
par intégration sur @0, xD avec x e D - 1

4
, + 1

4
@ :

1 - 4 x = 1 - 2 ‚
n=0

+¶ K 2 n
n

O 
xn+1

n + 1
.

4°) Estimation des coefficients de la série entière

Pour tout entier naturel n, on pose : un = n
4n

 K 2 n
n

O et vn = n+1
4n

 K 2 n
n

O.
a) Il en résulte aussitôt qu'on a pour n ¥ 1 :

un+1

un
=

n + 1

4 n
 rn =

2 H2 n + 1L
4 nHn + 1L =

n + 1
2

nHn + 1L ¥ 1

car : Jn + 1
2
N2 = n2 + n + 1

4
¥ n2 + n = nHn + 1L, d'où n + 1

2
¥ nHn + 1L.

Comme les réels un sont positifs, la suite HunL est croissante pour n ¥ 1, et en fait pour n ¥ 0.
  

b) On a : u1 = 1
4

 
2
1

= 1
2

, et comme la suite est croissante : " n ¥ 1, un ¥ 1
2

, ou : K 2 n
n

O ¥ 4n

2 n
.

c) On a de même :

vn+1

vn
=

n + 2

4 n + 1
 rn =

2 H2 n + 1L n + 2

4 Hn + 1L n + 1
=

Jn + 1
2
N n + 2

Hn + 1L n + 1
§ 1

car : Jn + 1
2
N2 Hn + 2L = Jn2 + n + 1

4
N Hn + 2L = n3 + 3 n2 + 9 n

4
+ 1

2
§ n3 + 3 n2 + 3 n + 1 = Hn + 1L3.

Comme les réels vn sont positifs, la suite HvnL est décroissante.

Et comme v0 = 1, on a : " n ¥ 0, vn § v0 = 1, ou : K 2 n
n

O § 4n

n+1
.

d) On a finalement l'encadrement suivant pour les coefficients de la série entière pour n ¥ 1 :
1
2

 
4n

n
§ K 2 n

n
O §

4n

n + 1
§

4n

n
.

A l'extrémité droite de l'intervalle de convergence, pour x = 1
4

, on a donc :

K 2 n
n

O 
1
4

n
¥

1

2 n
.

Comme la série de Riemann ‚ 1
n

 diverge, la série entière proposée diverge a fortiori en 1
4

.

On pourrait en revanche vérifier qu'elle converge en - 1
4

.
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